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对称弯压拱面内失稳类型的变形判断
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摘要 : 对称弯压拱存在分支屈曲与极值点失稳 2种面内失稳形式. 根据在失稳前后拱轴线变形形状的不同 , 提

出了对称弯压拱失稳类型的变形判断方法 , 它可用拱轴线变形增量来判断 , 也可以通过关键截面的荷载 -位

移曲线来判断. 将这种变形判断法应用于有限元分析中 , 对 2个实例的计算表明 , 该判断方法正确、有效.
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A deform ed - sta tus d istingu ish m ethod for in - plane buckling

of symm etr ica l press - bend ing arches

W E I J ian - gang, CHEN Bao - chun, WU Q ing - xiong
(College of Civil Engineering, Fuzhou University, Fuzhou, Fujian 350108, China)

Abstract: In - p lane buckling of symmetrical p ress - bending arches can be subdivided into two

types: bifurcation buckling and lim it - point buckling. Based on the difference of arch axis deforma2
tion shape between p re - buckling and post - buckling, the deformed - status distinguish method is

p resented for in - p lane buckling of symmetrical p ress - bending arches. It can be described by de2
formation increment of arch rib or by loads - deform curve of characteristic sections. This method is

used into FE analysis. The calculating results of two samp le arches demonstrate that the p roposed

method is accurate and effective.
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1　概述

拱是以承压能力见长的结构 , 因此拱结构的面内稳定历来是结构稳定性研究中一个活跃的课题. 与

其它结构一样 , 拱的面内稳定按照平衡路径的改变与否可分为极值点失稳与分支屈曲 2种类型.

通常 , 对结构的失稳类型主要通过失稳点前后受力状况性质的改变与否来进行判别 , 但是 , 对于初期

已存在轴力和弯矩的弯压拱而言 , 采用经典的失稳前后拱截面从纯压平衡向弯压平衡的判断方法就不再

适用 , 从而必须寻找其它的判断方法.

随着非线性力学和有限元技术的发展 , 有限元分析已成为结构稳定问题研究的主要手段 ; 特征值法

和时程追踪法是有限元技术中分析拱的稳定性的两种主要方法 [ 1 - 2 ] . 特征值法可以解决几何线性稳定问

题 , 但是若要计及几何非线性和材料非线性等因素的影响 , 则需要采用全过程追踪法才能得到荷载 -位

移全过程曲线 , 因此 , 全过程追踪法成为拱的非线性稳定性问题研究采用的主要手段 [ 3 - 6 ]
. 在全过程追踪

法中 , 分支点与极值点同样是荷载 -位移曲线上的失稳点 (数学上的拐点 ) , 如果不对失稳点的特性进行

判断 , 就有可能遗漏在极值点出现之前发生分支屈曲的可能性 [ 7 ]
, 或者可能造成在拱的试验中产生了分

支屈曲而还认为是极值点失稳的误断 [ 8 ] .

本文分析了对称弯压拱面内失稳破坏的变形特征 , 从拱轴线形状变化入手 , 提出了对称弯压拱分支失稳
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和极值点失稳的变形判断方法 , 并将其应用于有限元分析中 , 最后进行了 2个实例的分析验证.

2　问题的提出

结构的失稳研究是从 Euler直杆开始的. 轴压杆在轴向荷载 P未达到临界值 Pcr之前 , 杆件将保持轴

向压缩的平衡状态 , 而当荷载达到临界值时 , 稍有缺陷或干扰 , 直杆的平衡形式将可能从轴压的平衡状态

转向横向弯曲的平衡状态 , 平衡状态发生了分支 , 即所谓的分支屈曲 ; 而对于如压弯杆件等原始就存在轴

向力和弯矩的杆件 , 在荷载作用过程中始终保持弯曲形式的平衡 , 即使荷载超过临界荷载 , 其平衡形式只

是在原来平衡形式下变形的加剧 , 没有平衡状态的改变 , 即所谓的极值点失稳 [ 9 - 10 ]
.

对于纯压拱 , 不考虑拱的压缩变形产生的附加内力时 , 失稳前的受力只有轴压力没有弯矩 , 荷载达到

临界值之后 , 拱可能由原来的纯压转向弯压 , 出现了受力平衡状态分支导致的失稳破坏 , 这就是纯压拱线

性分支屈曲的经典问题 , 见图 1 ( a). 对于一开始就承受有弯矩和轴压的拱 , 拱从受力开始直至破坏 , 其

截面的受力平衡状态并不发生质变 , 在导致拱的破坏中考虑了轴力在竖向变形方向上产生的附加内力 ,

此即为拱的极值点失稳问题 , 如图 1 ( b)所示 [ 1 ]
.

图 1　拱的面内失稳

Fig. 1　 In - p lane buckling of arch

在工程实际中 , 由于荷载的变化纯压拱较为少见 , 大量应用的拱是既承受轴压力也承受弯矩的弯压

拱. 既使是纯压拱 , 计及拱轴线压缩的几何非线性影响 ( P - △效应 )后 , 截面上也会产生附加弯矩 , 从这

个意义上说 , 纯压拱是不存在的.

对于弯压拱来说 , 可简单地分为非对称荷载作用下的弯压拱和对称荷载作用下的弯压拱. 非对称荷

载作用下的弯压拱 , 一般均发生极值点失稳. 然而 , 对于对称荷载作用下的弯压拱 , 既可能发生极值点失

稳 , 也可能发生分支点失稳 [ 7 ]
, 在一些试验中 2种现象均有出现 [ 11 - 12 ]

.

对于对称荷载作用下的弯压拱是出现极值点失稳还是分支点失稳 , 由于拱一开始就承受轴压力与弯

矩 2种内力 , 因此采用受力是否从纯压平衡向弯压平衡作为分支失稳的判断就不再适用 , 国外虽然对此

问题有一定的研究 , 但也未见明确的判断方法 [ 13 - 14 ]
, 国内对这一问题研究极少 , 许多文献中甚至对此现

象没有介绍 [ 1, 15 ]
. 因此 ,本文将针对对称荷载作用下弯压拱是出现极值点失稳还是分支点失稳 ,提出采用

变形判断的方法.

3　不同失稳类型的变形特征

轴压直杆发生分支屈曲的前后其杆轴线从直线变为旁弯的曲线 ; 弯压直杆则在极值点失稳前后的轴

线均为旁弯的曲线. 因此 , 轴压直杆与弯压直杆发生分支屈曲与极值点失稳的判断除以受力状态是否从

一种状态向另一种状态改变外 , 也可以用失稳前后轴线变形的变化来判断.

·862·
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弯压拱在对称荷载作用下的轴线变形如图 2和图 3所示. 如果拱发生面内分支屈曲 ,拱轴线变形形状

将发生改变 , 如图 2 ( a)、图 3 ( a)由对称变形向反对称的 S形变形转化. 如果拱发生面内极值点失稳 , 如

图 2 ( b)、图 3 ( b)所示 , 拱轴线变形在失稳前后的形状不变.

4　失稳类型的判断

对于在对称荷载作用下的弯压拱的失稳问题 , 可以通过失稳前、后变形状态的改变来进行判断. 应该

指出的是 , 由于失稳发生前拱结构在逐步增加的荷载作用下已发生了相当变形 , 在某一极荷载下突然发

生失稳时 , 从位移总量上进行判断相对困难时 , 应采用变形增量的形状来判断.

在以增量法进行拱的受力全过程分析中 , 可以将各增量荷载作用下拱轴的变形增量输出画成曲线 ,

通过前后变形曲线的形状对拱的失稳类型进行判断.

从图 2和图 3中可以看出 ,失稳前的拱轴线变形为 1个或 3个半波 ,极值点失稳时变形形状没有发生

变化 , 分支点失稳拱拱轴变形为 2个半波 ( S形 )或 3个半波 (M形 ) , 因此 , 拱顶 1 /2 L、1 /4 L和 3 /4 L点

或附近是拱轴变形曲线中的关键点. 通过这些点的荷载 -位移曲线的变化可以对拱的失稳类型进行判断.

如图 4 ( a)所示 , 拱发生极值点失稳时在荷载达到峰值点 C的前后 t1时刻和与 t2时刻 , 关键截面的荷
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载 -位移曲线中变形增量的方向是一致的 ; 对于分支点失稳 , 在荷载达到临界荷载点 C的前后 t1时刻和

与 t2时刻 , 关鍵截面的荷载 -位移曲线中变形增量的方向是相反的 , C点成为该截面的最大变形值 , 如图

4 ( b)所示.

需要指出的是 , 对上述失稳点类型的判断方法应需要具备一个前提条件 , 即在有限元分析中 , 要能够

进行结构受力的全过程分析 , 能够判断失稳点并跃过失稳点转入失稳后的平衡路径.

图 4　弯压拱的面内失稳变形判断

Fig. 4　Deformed - status distinguish for in - p lane buckling of p ress - bending arches

5　实例分析

5. 1　有限元分析方法

将前述提出的弯压对称拱失稳类型变形判断的方法应用于非线性有限元分析之中. 为了更精确地计

算结构的几何非线性性能 , 采用了文献 [ 16 ]提出的有限元方法. 该方法考虑了两方向曲率和扭转角变化

的坐标转换矩阵和包括轴向变形和扭转的非线性项的刚度矩阵 , 能更精确地描述任意增量下的单元平移

和转动和高阶几何非线性项的影响. 该方法采用广义位移控制法进行增量迭代.

5. 2　两铰拱的面内极限承载力问题

两端铰支的钢拱 , 跨径为 119 m, 矢高为 15 m, 断面面积为 8. 65 ×10
- 2

m
2

, 面内惯性矩 3. 64 ×10
- 2

m
4

, 弹性模量为 2. 058 ×107 kN /m
2
. 均布荷载作用于拱上 , 加载形式为均布对称加载. 假设材料为线弹

性 , 该拱为极值点失稳 [ 17 ] .

图 5为计算所得荷载 -跨中位移曲线图. 从图中可以看出 , 有限元计算结果与文献 [ 17 ]的结果十分

吻合 , 说明有限元程序的正确性. 失稳点前后的竖向位移增量图表示在图 6中. 表示的时刻为初期、失稳

点和失稳后的值. 从图中拱轴线形状的变化可以知道 , 其失稳前后的拱轴线变形形状则始终保持一致 , 说

明该拱发生了极值点失稳 , 这与文献 [ 17 ]的结论是一致的.
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　　图 7为该拱计算所得的拱 1 /4 L、1 /2 L、3 /4 L截面处的荷载 -位移关系曲线 , 从图 7中可以看出 : 极

值点失稳的荷载 -位移曲线上在极值点处没有发生反向点.

5. 3　两铰拱的面内分支屈曲问题

两铰圆弧拱的中心角为 180度 , 跨径为 508 mm, 矢跨比为 0. 5, 断面面积为 0. 5 mm2 , 断面面内惯性

矩为 2. 585 mm4 , 弹性模量为 7. 171 ×104 MPa. 竖向集中荷载 P作用于拱顶. 假设材料为线弹性 , 拱发生

面内分支屈曲 [ 7 ]
.

图 8为本文的计算结果 , 从图 8中可知 , 本方法的计算结果和文献 [ 7 ]的计算结果基本一致.

拱在受荷初期、失稳点和失稳后的竖向位移增量图表示在图 9中. 从图 9中拱轴线形状的变化可以知

道 , 其拱轴线形状从屈曲前的对称变为屈曲后的反对称 , 说明该拱发生了分支屈曲 , 这与文献 [ 7 ]的结论

是一致的.

图 10为该拱计算所得的拱 1 /4 L、1 /2 L、3 /4 L截面处的荷载 -位移关系曲线 , 从图 10中可以看出 :

发生分支屈曲的拱 , 其 3 /4 L的荷载 -位移曲线上在分支点处发生反向的转折.

从以上说明可知 , 本文提出的变形判断用于分支屈曲时是恰当的 , 本有限元程序实现了这一方法.

6　结语

对称弯压拱存在分支屈曲与极值点失稳 2种失稳类型. 由于弯压拱从受力开始拱截面上即存在轴力

与弯矩的共同作用 , 因此难以用拱的受力状态对其失稳类型进行判断. 本文根据在分支点失稳与极值点

失稳点前后拱轴线变形形状的特征 , 提出了变形判断法 , 它可以用拱轴线变形增量来判断 , 也可以通过关

键截面的荷载 -位移曲线来判断. 将这种变形判断法应用于有限元分析中 , 对 2个实例的计算表明 , 该判

断方法是可行的. (转第 276页 )
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